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Si puo` dimostrare che
1. se 0 < t < 1 allora 1 + i t > (1 + i)t
2. se t > 1 allora 1 + i t < (1 + i)t
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Dimostriamo che se 0 < t < 1 allora 1 + i t > (1 + i)t
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Dimostriamo che se 0 < t < 1 allora 1 + i t > (1 + i)t
Ricordo la formula di Taylor con il resto di Lagrange: fissato i > 0
esiste 0 < ξ < i tale che:
f(i) = f(0) + f ′(0) i+
1
2
f ′′(ξ) i2.
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Dimostriamo che se 0 < t < 1 allora 1 + i t > (1 + i)t
Ricordo la formula di Taylor con il resto di Lagrange: fissato i > 0
esiste 0 < ξ < i tale che:
f(i) = f(0) + f ′(0) i+
1
2
f ′′(ξ) i2.
Nel nostro caso particolare f(i) = (1 + i)t quindi
(1 + i)t = 1 + i t+
1
2
t (t− 1) (1 + ξ)t−2 i2.
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Dimostriamo che se 0 < t < 1 allora 1 + i t > (1 + i)t
Ricordo la formula di Taylor con il resto di Lagrange: fissato i > 0
esiste 0 < ξ < i tale che:
f(i) = f(0) + f ′(0) i+
1
2
f ′′(ξ) i2.
Nel nostro caso particolare f(i) = (1 + i)t quindi
(1 + i)t = 1 + i t+
1
2
t (t− 1) (1 + ξ)t−2 i2.
Ora 0 < t < 1 =⇒ t (t− 1) (1 + ξ)t−2 i2 < 0, quindi:
(1 + i)t = 1 + i t+ t (t− 1) (1 + ξ)t−2 i2 < 1 + i t
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Capitalizzazione mista
Si usa il regime composto per il numero intero di anni e il regime
semplice per la parte rimanente.
m(t, C) = C (1 + i)[t]
(
1 + (t− [t]) i
)
[t] := max {n ∈ N : n ≤ t} e` la parte intera di t
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Esercizio. Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025
il montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione in
regime misto.
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Esercizio. Il capitale di ¤5 000 ha dato, al tasso annuo i = 0, 025
il montante di ¤8 500. Determinare il tempo di capitalizzazione in
regime misto.
Questa volta e` meno banale delle due precedenti.
1. Per trovare il numero intero di anni risolviamo come fossimo in
regime composto
8 500 = 5 000 (1 + 0, 025)t
⇓
t ln 1, 025 = ln
8 500
5 000
⇓
t = 21, 4894
8/26 Pi?
22333ML232
2. Saputo che il numero intero di anni e` 21 dalla formula di capita-
lizzazione in regime misto, ricordato che il numero {t} = t− [t] (parte
frazionaria di t) e` compreso fra 0 e 1 abbiamo:
8 500 = 5 000(1, 025)21 (1 + 0, 025 {t})
⇓
{t} = 0, 486267
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2. Saputo che il numero intero di anni e` 21 dalla formula di capita-
lizzazione in regime misto, ricordato che il numero {t} = t− [t] (parte
frazionaria di t) e` compreso fra 0 e 1 abbiamo:
8 500 = 5 000(1, 025)21 (1 + 0, 025 {t})
⇓
{t} = 0, 486267
cioe` {t} = 360× 0, 486267 = 175.056 giorni cioe` 5 mesi e 25 giorni
Risposta 21 anni, 5 mesi, 25 giorni
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Liquidazione degli interessi in regime semplice
Se si investe un capitale C al termine del primo anno di impiego del
capitale e` disponibile il montante C (1 + i)
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Liquidazione degli interessi in regime semplice
Se si investe un capitale C al termine del primo anno di impiego del
capitale e` disponibile il montante C (1 + i)
Al termine del secondo anno la capitalizzazione dara` il montante
C (1 + i)2
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Liquidazione degli interessi in regime semplice
Se si investe un capitale C al termine del primo anno di impiego del
capitale e` disponibile il montante C (1 + i)
Al termine del secondo anno la capitalizzazione dara` il montante
C (1 + i)2
In generale dopo n anni, ragionando induttivamente, il montante e`:
C (1 + i)n .
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Capitalizzazione frazionata: regime composto
Confronto fra capitalizzazioni annuali e capitalizzazioni in frazioni
d’anno
mensili
bimestrali
trimestrali
quadrimestrali
semestrali
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Presa una frazione d’anno, ad esempio il semestre, si impone l’ugua-
glianza fra i montanti alla fine del primo anno
1 + i = (1 + i2)
2 .
l’indice 2 ci ricorda il numero dei semestri in un anno.
Se si vuole convertire in semestrale un tasso annuo basta risolvere
rispetto a i2
i2 = (1 + i)
1/2 − 1
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Analogamente il tasso quadrimestrale equivalente i3 e` definito da:
1 + i = (1 + i3)
3 ,
in quanto suddividiamo l’anno in tre quadrimestri.
tasso trimestrale:
1 + i = (1 + i4)
4
tasso bimestrale:
1 + i = (1 + i6)
6
tasso mensile:
1 + i = (1 + i12)
12
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In generale se si divide il periodo di capitalizzazione in p ∈ N sotto-
periodi la relazione di equivalenza e`:
1 + i = (1 + ip)
p ,
da cui:
ip = (1 + i)
1
p − 1.
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Capitalizzazione frazionata: regime semplice
Confronto fra capitalizzazioni annuali e capitalizzazioni in frazioni
d’anno
a) mensili
b) bimestrali
c) trimestrali
d) quadrimestrali
e) semestrali
1 + i = 1 + jp · p, p = 12, 6, 3, 4, 2 =⇒ jp = i
p
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Tassi nominali convertibili
Tasso nominale convertibile p (∈ N) volte
Nel regime composto anziche´ utilizzare il tasso ip si utilizza il tasso
proveniente dal regime semplice jp
Tale tasso produce capitalizzazioni maggiori del tasso annuo equiva-
lente, infatti:
(1 + jp)
p − 1 > p jp = i.
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Disuguaglianza di Bernoulli
Sia x ≥ −1 un numero reale. Allora per ogni n ∈ N si ha che:
(1 + x)n ≥ 1 + nx
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Significato finanziario di e
Quæritur, si creditor aliquis pecuniam suam fœnori exponat, ea lege, ut singulis
momentis pars proportionalis usuræ annuæ sorti annumeretur; quantum ipsi finito
anno debeatur?
Se un creditore versa denaro con maturazione di interesse, nell’ipotesi in cui in ogni
singolo momento l’interesse maturato capitalizzi proporzionalmente al tasso annuo,
quale sara` il risultato alla fine dell’anno?
Problema posto da Giacomo Bernoulli attorno al 1700
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Supponiamo di aver depositati ¤ 1 e che gli interessi siano capitaliz-
zati n volte all’anno al tasso x. Dopo il primo periodo di tempo il
saldo e`
b1 =
(
1 +
x
n
)
.
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Supponiamo di aver depositati ¤ 1 e che gli interessi siano capitaliz-
zati n volte all’anno al tasso x. Dopo il primo periodo di tempo il
saldo e`
b1 =
(
1 +
x
n
)
.
Dopo il secondo periodo
b2 =
(
1 +
x
n
)
b1 =
(
1 +
x
n
)2
.
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Supponiamo di aver depositati ¤ 1 e che gli interessi siano capitaliz-
zati n volte all’anno al tasso x. Dopo il primo periodo di tempo il
saldo e`
b1 =
(
1 +
x
n
)
.
Dopo il secondo periodo
b2 =
(
1 +
x
n
)
b1 =
(
1 +
x
n
)2
.
Dopo n periodi
bn =
(
1 +
x
n
)n
.
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Capitalizzazione istantanea significa mandare n→∞ :
lim
n→∞ bn = limn→∞
(
1 +
x
n
)n
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Capitalizzazione istantanea significa mandare n→∞ :
lim
n→∞ bn = limn→∞
(
1 +
x
n
)n
ma se scriviamo: (
1 +
x
n
)n
=
[(
1 +
x
n
)n/x]x
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Capitalizzazione istantanea significa mandare n→∞ :
lim
n→∞ bn = limn→∞
(
1 +
x
n
)n
ma se scriviamo: (
1 +
x
n
)n
=
[(
1 +
x
n
)n/x]x
vediamo che:
lim
n→∞ bn = limn→∞
(
1 +
x
n
)n
= ex
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Forza istantanea di interesse
Consideriamo la generica legge di capitalizzazione in una variabile
m(t, C) = Cf(t). Calcoliamo l’interesse per unita` di capitale fra gli
istanti t+ h e t
Cf(t+ h)− Cf(t)
Cf(t)
=
f(t+ h)− f(t)
f(t)
. (1)
Il rapporto non dipende dal capitale iniziale C.
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Dividendo la frazione in (1) per la lunghezza dell’intervallo di tempo
h > 0 abbiamo l’interesse per unita` di capitale medio nell’intervallo
[t, t+ h] :
f(t+ h)− f(t)
f(t)
1
h
=
f(t+ h)− f(t)
h
1
f(t)
. (1b)
21/26 Pi?
22333ML232
Dividendo la frazione in (1) per la lunghezza dell’intervallo di tempo
h > 0 abbiamo l’interesse per unita` di capitale medio nell’intervallo
[t, t+ h] :
f(t+ h)− f(t)
f(t)
1
h
=
f(t+ h)− f(t)
h
1
f(t)
. (1b)
Passando al limite per h→ 0+ in (1b) otteniamo l’interesse per unita`
di capitale istantaneo al tempo t
lim
h→0+
f(t+ h)− f(t)
h
1
f(t)
=
f ′(t)
f(t)
(1c)
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La funzione δ(t) viene chiamata derivata logaritmica della funzione
f(t), in quanto:
δ(t) =
f ′(t)
f(t)
=
d
dt
ln f(t).
22/26 Pi?
22333ML232
La funzione δ(t) viene chiamata derivata logaritmica della funzione
f(t), in quanto:
δ(t) =
f ′(t)
f(t)
=
d
dt
ln f(t).
Dal punto di vista finanziario, trattandosi dell’interesse per unita` di
capitale istantaneo, si parla di forza istantanea di interesse
23/26 Pi?
22333ML232
La peculiarita` del regime composto e` che la forza istantanea di in-
teresse e` costante nel tempo, infatti se f(t) = (1 + i)t e` evidente
che:
δ(t) =
f ′(t)
f(t)
=
(1 + i)t ln(1 + i)
(1 + i)t
= ln(1 + i).
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La peculiarita` del regime composto e` che la forza istantanea di in-
teresse e` costante nel tempo, infatti se f(t) = (1 + i)t e` evidente
che:
δ(t) =
f ′(t)
f(t)
=
(1 + i)t ln(1 + i)
(1 + i)t
= ln(1 + i).
Mentre nel regime semplice, f(t) = 1 + i t si vede che:
δ(t) =
f ′(t)
f(t)
=
i
1 + it
.
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Equazioni differenziali del primo ordine Una equazione differen-
ziale del primo ordine ha la forma
y′(t) = f (t, y(t)) (2)
Si generalizza il problema della ricerca della primitiva
y′(t) = f(t)
24/26 Pi?
22333ML232
Equazioni differenziali del primo ordine Una equazione differen-
ziale del primo ordine ha la forma
y′(t) = f (t, y(t)) (2)
Si generalizza il problema della ricerca della primitiva
y′(t) = f(t)
Il legame con quanto stiamo studiando sta nel fatto che se cono-
sciamo la forza di interesse = δ(t) vogliamo risalire al fattore di
capitalizzazione risolvendo l’equazione differenziale
f ′(t) = δ(t)f(t)
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Equazioni separabiliy′(t) = a(t) b (y(t))y(t0) = y0 (S)
le funzioni a(t) e b(y), definite sugli intervalli Ia e Ib tali che t0 ∈ Ia e
y0 ∈ Ib sono continue. E` necessario supporre che b(y) non si annulli
per ogni y ∈ Ib.
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Teorema
La funzione y(t) definita, implicitamente, dalla relazione:∫ y
y0
dz
b(z)
=
∫ t
x0
a(s) ds (R)
e` l’unica soluzione dell’equazione (S)
